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TEORIA UNITARIA DEL CAMPO
GRAVITATORIO Y ELECTRO-
MAGNETICO

Después de la inesperada soluciéon dada por Einstein
al dificilisimo problema de la gravitacién (teoria de la
relatividad general), el esfuerzo de los tedricos se dirigio
principalmente a resolver el problema de reducir a un es-
quema tnico los campos gravitatorio y electromagnético,
‘siguiendo las lineas generales propiciadas por Minckowski.
Los ensayos hechos hasta ahora en este sentido pueden
clasificarse en dos tipos: aquellos gue directa o indirecta-
mente atribuyen mds de cuatro dimensiones al Universo
(Einstein y Kaluza) y los que pretenden conseguir su ob-
jetivo gencralizando los espacios de Riemann (Weil y
Eddington). Aun cuando todos estos trabajos contienen in-
teresantes puntos de vista, de ninguno puede decirse que
sea la solucién definstiva del problema, entre otras razones,
porque ninguno de los esquemas que proponen permite de-
ducir el primer grupo de ecuaciones de la teoria electro-
magnética. (F“‘;k =polt)

A pesar de que en el ultimo tiempo parece haberss
abandonado la esperanza de resolver este problema, le he
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dedicado una parte considerable de mi energia, con el
resultado que expongo en esta memoria, porque tengo la
conviceién de que sélo mediante la superacién de esta di-
ficultad la fisica tedrica podri salir de su actual impasse.

La base del esguema cuadridimensional que pro-
pongo es una nueva generalizacién de la geometria de
Riemann, que incluye como casos particulares los espacios
de Weil, Eddington y Cartan, cuyos principios generales
desarrollo en la primera parte de este trabajo. Como se
verd, todas las ecuaciones de la teoria electromagnética se
deducen naturalmente de este esquema, junto a las ya co-
nocidas de la relatividad general.

A.—ESPACIOS DE RIEMANN GENERALIZADOS

1).—Traslacion paralela.—Se llama vector estaciona-
rio en P, o vector que se traslada paralelamente desde P
a otro punto infinitamente vecino P’, a todo vector () cu-
yas componentes contravariantes #' satisfacen, en ese pun-
to, la ecuacidn,

1) 9N 4 {".k} =0

Xy 1

(1)

en forma abreviada,
i
k=0

notacién en que la presencia del punto y coma caracteriza
un indice introducido por la derivacién covariante.

La ecuacion (1) suscita de inmediato la idea de una
generalizacion: Ewn adelante diré que un vector (1) de eompo-
nentes contravariantes 17 es estacionario o efectiia una tras-
lacion paralela en P, si satisface en ese punio la ecuacion,
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(2) qi:k=Fsi,k’2s

en que F.' y es un tensor arbitrario de tercer orden que de-
termina en cada punto ciertas propiedades no méfricas del
espacio.

Ttilizando la relacion,

os ficil deducir que para las componentes covariantes del
vector (1) deberd tenerse,

(29 D= F 0 7s
2).-~Tensor de Riemann-Chrisioffel generalizado.—
Si, partiendo de la nueva definicion de vector estacionario,
hacemos a un vector ni, por traslacién paralela, describir
un circuito cerrado, se encuentra que la Integrabilidad o
no integrabilidad de la direcciéon depende de un tensor de
cuarto orden, diferente del de Riemann-Christoffel, Efec-
tuando las operaciones e¢n la misma forma en que se hace
ordinariaments, cuando se trata de este problema en los
espacios de Riemann y teniendo en cuenta que la ecua-

cion (2) puede escribirse en la forma,

donde se ha puesto,

(3) ( ) - ¥k
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se comprende que el nuevo tensor de cuarto orden no ten-
ga otra diferencia con el tensor de Riesmann-Christoffel
que la que resulta de reemplazar en éste los simbolos de

Christoffel {rik} por los simbolos (rik)_

Designando el nuevo tensor por *Ry., la variacién to-

tal del vector 7', trasladado paralelamente alrededor de
un circuito cerrado infinitamente pequedo, resulta ser,

(4) d 7 =} *R,, Fas
Si separamos en *Rj, las dos partes que componen

rk o
los simbolos ( i\}’ podemos escribir,

() *Rirs =Ry rs_(Fkl,S);r+(Fk..r):'s+
+1‘1,‘i‘ n-e Fku’s"]?si.u . J.‘ﬂku‘r

ecuacién que demuestra la posibilidad de considerar espa-

cios en que el tensor de Riemann-Christoffel Ri,s es dife-
rente de coro, y en los cuales se liene, sin embargo, para-

lelismo absoluto, a la manera euclideana, cuando *Rj,,—0.

3).—Lineas geodésicas.—De la misma manera que la
nueva geometria ha separado dos conceptos, en relacién
con la curvatura, que en la geometria de Riemann perma-
necen unidos, también introduce una separaciéon en la no-
cién de curvas geodésicas. Las lineas mds cortas o, mejor
dicho, de longitud extrema, que pueden trazarse entre dos
puntos, siguen siendo dadas por las ecuaciones diferenciales,

d_?xi rk dx, dxy
ds eds

() Freaal
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pero las curvas, cuyas tangentes son estacionarias en cada
uno de sus puntos, no corresponden ahora a estas ecuacionss
sino a las siguientes:

@ et

. _v_=|r‘k. —_——

dgx-_!_{rk dx, dxg i dx, dx,
ds’ ds ds ds

obtenidas multiplicando interiormente ambos miembros de

(2) por Cj‘ixkysubstltuyendo en seguida, 7i por %‘ Solamen-
8

te en la geometria de Riemann estos grupos, (6) y (7), se
confunden y ambas definiciones de lineas geodésicas son
equivalentes.

En adelante usaremos las ecuaciones (7) en forma mas
breve,

der

d%x; | frk| dx, dxy
- ( n .
(72 ds? { i } ds  ds

dx L

-d—gkpor 3 F¢. (Fs es un tensor de se-
undo orden y £ un factor numérico).

g o

reemplazando I 'y
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B.—SOBRE UN CASO E3PECIALMENTE
INTERESANTE DE LA GEOMETRIA
GENERALIZADA

4),—Aun cuando desde el punto de vista de la geo-
metria pura, todos los espacios particulares gque se obtienen

imponiendo condiciunes restrictivas al tensor F_' | son igual-

mente interesantss (*}, no ocurre lo mismo tratdndose de
las aplicaciones practicas. Por esta razén, debo preocupar-
me, ahora, sélo del caso siguiente: en que la fraslacidn
paratela no altera la longitud del vector trasladado.

Designando por 1 ol cuadrado de la longitud de un
vector estacionario (3}, esta condicién equivale a exigir que
se tenga,

) dl=o0

(*) NOTA DEL AUTOR.;—Ent.re éstos se encuentran los @e
Weil, Eddington y Cartan; los primeros resultan de imponer a Fs"k
las condiciones restrictivas:

a) dl=1 & dXi y b) Fsi,k = Fki.s

Los de Eddington se obtienen cuando se suprime la primera
condicién, por lo que log espacios de Weil aparecen como un caso
particular de éstos. Finalmente, los espacios de Cartan se obtienen
reemplazando la condicién (b} por la siguiente:

¢) Thp =14 (FJy — F.l)

manteniendo ademss la condicién {a). Los simbolos TL Se cono-

cen con el nombre de tensores de Cartan y son seudosimétricos res-
pecto de sus indices inferiores. Cuando loy tensores de Cartan se anu-
lan, las condicionoes (b) y (¢) se identifican, por lo que los espacios de
Weil son también un caso particular de los de Cartan. Como he dicho
anteriormente, todos estos espacios estdn contenidos en la geometria
generalizada definida en este pirrafo. Mediante las ecuaciones do defi-
nicién (a), (b) y (), y la ecuacion (11), es posible deducir las férmulas
particulares que los caracterizan.
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Diferenciando ambos miembros de la ecuacién de definicién,
(]0) 1=gik",’i?]k

se encuentra sin mucha dificultad, haciendo uso de (2), la
relacién,

(1) Ol = (Fiy s +Fki,s}‘7’.’i7)kdxs

porsconsiguicnte, en el caso particalar que nos preocupa,
el tensor F_' debe cumplir necesariamente la condicién,

(12) Fiks=—Fyi,s

o sea, debe ser seudosimétrico respecto de sus dos prime-
ros indices.

El uso fracuente que haremos en el palrafo que si-
gue de esta geometria, justifica la introduceion de la abre-
viatura que se hace ordinariamente en los tensores seudo-
simétricos de segundo orden, cuando sus indices no son de
la misma variancia. Se acostumbra escribirlos en una sola
columna, sin olvidar que al indice inferior corresponde la

primera columna. Asi ponemos ¥, en vez de T ', pero no

en vez de Fik que deberd escribirse —F:‘, después de ha-
ber permutado los indices.

De acuerdo con esto, pondremos en adelante para la
derivada covariante de un vector estacionario, segin (2) y (2’),

(2 a) TFi;k=F;'k 'qs

(2'a) k= I3k s

La ecuacion (7a) so escribirg,

[ dx, d\
av G } e
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C.—~TEORIA UNITARIA DE LA GRAVITACION
Y DEL ELECTROMAGNETISMO

5), —La geometria definida en el parrafo anterior pue-
de ser utilizada para reunir en un esquema tnico la teoria
de la relatividad general y la teoria electromagnética. Co-
mo la teoria de la relatividad general no sufre modifica-
cién alguna de fondo, al reemplazar el esquema Kinstein-
Minckowski por el nuevo, empezaré por aceptar integra-
mente los conceptos y postulados introducidos por esa tco-
ria, los que se resumen en la ley general de la gravitacién
en presencia de materia y energia electromagnética,

(13) Ri -1 0LR=1 (TL+E})

que, como sabemos, no se funda exclusivamente en los
principios relativistas sino también en los de conservacién.

Aceptemos pues, que la geometria del Universo, en
presencia de materia y energia olectromagnética, no sea del
tipo de la de Riemann, sino del mds general definido an-
teriormente. Identifiquemnos el factor 8 del segundo miem-
bro de (7b) con la razbén e :m,—=p,:,, entre la carga
eléctrica y masa propias del electrén, el cual suponemos
moviéndose libremente segin las geodésicas del nuevo Uni-
verso, y tendremos,

ay {rk}. dg, dx, _ e

ds? i ds ds m,, ds

Multiplicando ambos miembros de esta ecuacién por m,

. . i dx .
se reconoce inmediatamente que g, F' ¢ E{ es el cuadrivec-

tor fuerza electrodinamica. Resulta, ademds, de todo esto
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que F¥ no es sino el tensor de campo olectromagnético, in-
troducido sin mayores explicaciones en la teoria Maxwell-
Lorentz.

En relacién con esto dGltimo y a fin de facilitar las
interpretaciones tridimensionales de la teoria electromagné-
tica, recordemos que las compomnentes de FL se identifican
con las componentes de los vectores, eléctrico y magnéti-
co, de la teoria clisica en la forma siguiente:

Para las componentes covariantes,

e=(F, Fm' Fg) = (X, Y, %)
(1) h=(Fy, ¥y, Fro) = (L, M, N)
Fiy =Ty =Ty =F =0

y, para las componentes contravariantes,

e/ - (FM’ Fd‘z, F43) — (XI, Y’, Z;)
(16) b’ = (1% T, T2 = (I, M, N7)
Fii_ 2 _TFB_FH=p

magaitudes, estas ultimas, que en un sistemu galileano (re-
latividad restringida) son iguales a e y h respectivamente.

El cuadrivector potencial electromagnético ¢;  se intro-
duce como definido por las relaciones,

dq; gy
(17) ax ~ ax — Fu
k i
O(Pi
(18) 3x. 0O
1

Si efsctuamos la descomposicién espacio-temporal, po-
niendo,
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(19) f=(pp o0 ¥y ¢ =~ ¢4
de las ecuaciones anteriores se ohtienen las relaciones,

1 . ' .
rot f = h; —?—?+d1vqn=e; divf =
C a3t

7

t

o=
2

qua son precisamente las que definen el potencial vector
f, ¥ escalar ¢, en el calculo vectorial a tres dimensiones.

6) Primer grupo de ecuaciones de la teoria
Maxwell-Lorentz.—Supongamos la ecuacién (13) aplicada
directamente al electrén, de manera que la densidad que
figuraen Ti=uou'n, sea la de la masa de éste. Tomemos,
ahora, la divergencia de ambos miembros de esta ecuacion
sin olvidar que el vector (u) es estacionario en el sentido
de la definicion (2). Teniendo presente las identidades,

(Ri—464R)i = 0
Th = (007), 0" — 5T v
Bl = Py (F )
se doduce de la operacién efectuada con (13), la identidad,

(20) Iy (Fis;s — Polt’) = ~ (italU”). u,

L

Ahora bien, como el vector entre paréntesis no puede
ser perpendicular a u, por tener uma componente segin
esa direccién (po diferente de cero), la identidad anterior no
puede existir stno cuando se tiene,

(1) (o), =0

(22) Fy; (%, — po0)) = 0



La primera de estas ecuaciones no es sino la conoci-
da ley de conservacion de la materia o de continuidad del
flujo material, de la cual, por otra parte, no se deduce
necesariamente la constancia de 1, , debido a la definicion (2).

En cuanto a la ecuacién (22), debemos considerar dos
casos:

1.0 Cuando | Fy: = (eh)? sequnda poiencia del producto
escalar de los vectores, eléctrico y magnético, es diferente de
cero.

Ea este caso la ecuacién (22) no tiene, evidentemen-
te, otra solucién que,
(28) F™, = gou'

Ecuacion tensorial que en el sistema especial de co-

ordenadas adoptado por Einstein (1/_._g = I), se escribe:

6Fis

- i
- = ?Ou
Xy

(23 a)

y que desarrollada es equivalente a las cuatro ecuaciones,

¢F12  gF1B  gFn

S 4 —= 1

ax,  dxg  0xy gott

ol 4 oF® N arA

0x, ax? ax, T Pt
23 b)

oLt olm2 QL3 ]

- - 4+ - R Puus

%, ax, ax,

aFt g Pyt
+ L = pout
x| ax, 0%y
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Este sistema de ecuaciones corresponde al primer
grupo de Maxwell-Lorentz, lo que se reconoce de inmediato
efectuando las sustituciones (16).

Porniendo dx, = cdt, podemos escribir g ui=p’ v don-

de o' = i es la densidad de la carga medida en unidades

electromagnéticas y v! el cuadrivector velocidad de com-
dx, . dxy, dxy, dxg

- : > = ¢
ponentes, dt dt dt at

Efectuando la descomposicién espacio temporal en
nue las tres primeras componentes de V! constituyen el
vector velocidad representado por v, se tiene,

.1 8é
I I'Ot'h - """9 = p’v
(23 c) ¢ at
l divé =g

donde ;v es la densidad de corriente, siendo v la ve-
locidad de la materia a la que adhiere la carga eoldctrica.
En el caso particular de un sistema galileano, (23 c) se re-
duce a,

1 ¢
’ roth - - - '(t_e — P(v
23 4d) ¢ gt
l dive = ¢

2.0 Cuando |Fp| = (eh)® = o (vectores, eléctrico y mag-
nético, perpendiculares).

En este caso, de acuerdo con los teoremas conocidos
sobre sistemas de ecuaciones homogéneas, (20) tiene solu-
ciones diferentes de cero. Designando por «f al vector que
representa una cualquiera de estas soluciones obtenemos,



(24) F*., = pou' + &
donde o' os tal que se tiene,
(25) Fia' =0

sistema, que no es dificil comprobar (*), se satisface unica-
mente para los vectores de la forma,

(26) o =83+

En esta formula 8 y s’ son dos factores numéricos ar-
bitrarios y,

3!

¥

i

(YN-ZM, ZL-XN, XM-YL, 1.2.; M?4 N2, y
(L, M, N, o).

A
/

I

Adoptando un sistema de coordenadas en que

j—

V —~g=1 y efectuando la separacién en espacio y tiempo,
la ecuacién (2i) puede escribirse en la forma:

7 1 aé ’
_—— = -+
(24 a) roth ¢ Bt 8 + s |eh] -+ s'h
divé = p+sH?

designando por H? la cuarta componente del vector 31.

El sistema (22 a) es evidentemente una generaliza-
cion del de Maxwell-Lorentz, al que se reduce solo con
admitir la nulidad de s y s'.

* En efecto, la condicién 'Fyi| = 0 implica también la nuli-
dad de todos los menores de tres al cuadrado elementos de cste
determinante y, por otra parte, los vectores 3' y ;' son indepen-
dientes.
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7) Segundo grupo de ecuaciones de la teoria
Maxwell-Lorentz.—Debido a Ia seudosimetria del tensor Iy

se tiene, como se sabe, la identidad,

Fik;r + Fri;k + Fkr;i =0

27
que en ol sistema especial de coordenadas ]/ :_g =1, se

reduce a,
aFlk '3Fr1 El}kr
27 4 I TR =
(27 a) dx, 1>:4% JIx;
La ecudcion tensorial (27 a) resume las cuatro ecuaciones,
[ aFyy  aFy, ¥y
—_— s — + T =
ax, Xy dx,
aF,, IF,  oF,
9%,  ax; = 9%,
(27 b) | |
f’)l‘141 , BE‘IQ 0F24 0
ox, %, ax, h
OFy  OFy  oFy 0
ox, = 0%, = 9%y

Este sistema se conoce con el nombre de segundo
grupo de ecuaciones de Maxwell-Lorentz y en la forma vecto-
rial, se escribe,

1 dh
rot e -+ e a
div h

(27 ¢)
=0
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8) Constancia de la razon e:m,, entre la carga y
masa propias del electrén.— A este respecto podemos

considerar dos casos:

1.0) Cuando | Fy es diferente de cero.— Tomando 14
divergencia de ambos miembros de (23), se tiene,

(28) ('r'oui);.i =0

ecuacion que desarrollada junto a (21) proporciona, (*)

(26 a) dg, = - 2, fdx,
(21 a) ity = — 1, 1,
de donde, i a
L
:: - .:00 -0

y, por integracion,

Zo ¢ fto = ©: I, = constante.

2.} Cuando |Fy =0.—En este caso mno rige la
ecuacién (23), sino la més general (24}, de la que tomando
la divergencia, se obtiene,

(29) (Po0), = — 4

ecuacion que reemplaza a la (28), conocida con el nombre
de ecuacion de continuidad de la electricidad. Desarrollando
(28) junto a (19), se tiene,

(") Las ecuaciones que vienen a continuacion, en las que apa-
rece el cuadrivector f; = F} ., se simplifican si restringimos el
tensor I, escribiendo Fis'r = I@F? ‘u, con lo que se tieme
Mof; = ;i (cuadrivector fuerza electrodinamica) y, por consiguien-
te, fi dXi = 0.
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(29 a) dg, = ~ pofdx, — alds
(21 a) dy, = - p_fdx,
de donde,
de, B du i o ds
?u ity Po

¥, por integracidn,

rfl:dtv

30 J
(39) Go lip=€:M,=ke p

La razon e : m, serd, en consecuencia, constante sola-
mente cuando se tenga,

(31) @ =0

os decir, cuando sea vilida la ecuacién de continuidad de
la electricidad.

9).—Energia radiante.— Las ecuaciones del primer
grapo de Maxwell-Lorentz, (23 d)y (27 ¢), han side deduci-
das en la hipétesis de que p, no puede anularse, razén por
la cual es imposible obtener, a partir de ellas, las ecuaciones
de la teoria electromagnética de la luz,

1dh .
o g5 T rote=0 divh=0

(32)
l 1 de

-E'a?+roth=n dive =10
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No queda, por consiguiente, otro camino que recarrir a las
ecuaciones generalizadas (23 d) y (24 a)(*), de las que se ob-
tienon, en efecto, sin mis que admitir la verificacién de las
relaciones,
a) 7v=—8|eh]
<
(33) b) & = -sh’

¢c) 8 =0

N}

la condicion 8" = U no tione otro objeto que permitirnos iden-
tificar la corriente de conveceién z'v con la de energia
~ 5 [eh].

La primera consecuencia interesante derivada de la
nueva manera de obtener las ecuaciones (32) es que, en ellas,
los vectores e y h deben ser perpendiculares, pues sélo en
esto caso las ecuaciones (24 a) existen. De las ecuaciones (32)
se deduce, por otra parte, admitida la perpendicularidad de
e ¥ h, que estos vectores son iguales en valor absoluto, y
que la velocidad v, de propagaci6én de la onda, es igual a la
velocidad de la luz. Multiplicando ambos miembros de (33 a)
vectorialmente por h, se obtiene, con ayuda de (33 b), la
ecuacion,

(34) lavj=c-e
de donde, puesto que h y v son perpendiculares, la veloci-
dad de los «electrones» que constituyen la corriente de con-
veceldn es, también, la de 1a luz,

(*) Las ecuaciones (24 a) han sido tomadas en el caso parti-
cular de la teoria de la relatividad restringida. Si se las considera
en el caso general se obtiene un sistema generalizado para las
ondas electromagnéticas.
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Da las ecuaciones (32), pouiendo,

W=+t 5y S=cleh|
resulta,

AW . ]
(38) PR S=40

por otra parte, de las ecuaciones (33 a y b) se deduce la re-
laeidn,

. J ANy
(36) ai + divgv + s( ae T di\’S) =0
¥, por consiguiente,
dp . .
(87) PYY + divoy = .0

Las ecuaciones (35) y (37) demuestran, de acuerdo con el
péarrafo (8), que la razdén e:m,, entre la carga y masa pro-
pias de los «fotoelectrones», permanece constante.
Consideremos una corriente de conveceién pou' . Su
trayectoria nos es dada por las ecuaciones (7 a) que, en este

caso particular (Fyu’ = 0), se reducen al sistema,
(38) d""Xi + r k} _dxr dxk —_ 0
s? 1) ds ds '

con lo cual queda demostrado el hecho no bien establecido
tedricamente, hasta ahora, aunque aceptado y confirmado por
la experiencia, de la desviacion de los rayos laminosos por el
campo gravitacional.

De todo lo que se ha dicho en este parrafo se desprende
que no es posible considerar ondas electromagnéticas propa-
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gandose en el vacio sin que esto implique al mismo tiempo un
desplazamianto eldctrico con igual velocidad, cuya aceion
electromagnética es neatralizada por el caimpo de la onda, de
tal manera que las «particulas» eléctricas consideradas se
comportan como si estuvieran desprovistas de masa, la cual
seria, por consiguiente, exclusivamente de origen electro-
magnético.

Desaparece con esto la contradiceidén existente entre las
propiedades corpuscularcs y ondulatorias de la radiacién,
(teoria de Einstein de los cuantas de luz, efecto Compton,
ete.) y al mismo tiempo se abre el camino a la conciliacion
entre la teoria del campo y las nuevas teorias que constitu-
yen la atomistica moderna: mecdnica cudntica, mecdnica on-
dulatoria, ste.




