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ESTEREOCMETRIA

Re sume n:

1l.- Por cada punto del espacio se puede trazar
ura infinided de 1{nvas rectes. Por dos puntos del espacio
no se puede trazar mag que una sola linea recta, por 1o tan
to: dos puntos determinan 1a posicion de una 1fnea recta en
el espaclo, . :

2.~ Por dos puntcs del egpacio se rpuede hacer
pasar una infinidad de planos; todos ellos tiensn comin ia
recta determimada per aquellos dos puntos. Haclendo girar
uno cualquiera de 1o¢s planos en torno de este eje comyn, 1le
ga a coincidir sucesivamente con cada uno de 1os demA s pla-
nos que pasan ror este sje.

Por tres puntos que no estin situados en 1inea
recta, no se ruede INSAr mAS que un solo plano, fpues, haclen-
do girar un rlano que pasa por estos tres puntos, en tori
de la recta determlmda por dos de ellosg, el tercer punto
dejar{a de rertenecer al rlano, Tres puntos no situados en
1{nea recta determiman la posicion de un planc en el esiacio,

Puesto que toda recta que une dos de estcs tres
puntos, rertensce totalmente al plano, resulta que la posi-
¢ién de un plano en el espacio queda deteminoda temblen?
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a) Por upa recta y un punto situado fuera de
ella,

‘o) Por dog rectas que ge cortan, O gead por 108
lados de un angulo‘

c) Por trbs rectés que se cortan en tres Tuntos,
0 gea por 1lcs lados de un triangulo,

L= definicidn de las rectas parelelas, segin 1a
cual rectas paralelas son aquellas rectas que, situadae en
un wismo plano, no s8¢ cortan jamas por e que selles prolon-
gue, nog engefia que también

d) Dos rectas paralelas determinsn la posiciln
de un planc en el espaclo. ’

3.-.Dos 1{ncas rectas pueden tener las sIgu‘i@a_n_
tes posiciones relativas en ol espacios

a) No tienen x}ingﬁn unto ¢omin y es tin situa-~
das en un mismo plano, es decir, gon paralelas;

b) No tlemen ningin runto comin y no estén si-
tuadas en un wismo planc, es d«cir, se cruzan,

4
¢) Tienen un solo punto comun, es decir, se-

cortan.,
d) Tienen dos puntos comunes y por esto, coln
ciden,

4.~ Une 1nea recta puede tensr las sigulentss
posiciones con respecto a un plancs

a) No tiene ninglin punto comun en el plano por
mis que se la prolongue, es decir, es paralela al plano;
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b) Tiene un solo runto camin con el plano, es
decir, corta el plano;

c) Tlene d0s puntos comunes con el plano, es
decir, pertenece al plano,

5.- Dos plance pueden tener las sigulentes po-
siclones uno con regpecto al otros

a) No tieven ningun punto comin por mis que
ge log prolongue en todas dlrecciones, son paralelons:

b) Tienen un punto comin sin coincidir, es de-
¢ir, se cortan.

En este caso subgiste el teorsma’

TEOREMA 1.-

la interseccitn de dos plance es upa 1inea rec-

ta,
Dem?

Los planos tlenen dos dimensiones, luego su in
terseccidn serd de una dimensidn, o sea, uma linea, Ahom
bien, sl esta 1fnea no fuera recta, se podrfan Gedalar en
ella tres puntos no gituados en lfnea recta, Estog tres mun
tos deber{an pertenecer a 1os dos planocs sin que estos coin-
cidieran, 1o que es imposible, porque por tres puntos del
egpacio no situados en linea recta no ge puede pasar mas

que un 8010 plano.

¢) Tienen tres puntos comunes que no estin
situados en 1{nea recta, es decir, coinciden.



EJERCICIOS:

1.- Una 1{nea curve o argulosa, gpuede al mig
mo tlempo pertenecer a dos planos?

2.- Por un punto dado fuera ‘'de upd recta, cuan-
tas rectas paralelas a la recta dada se pueden trazar en el es-
pacio?

3.- gPor qué se emplean tripodes para afirmar
los instrumentos matematicos en el suelo?

k.- tCuintos puntos de una puerta que gira 8o
bre sus goznes, deben afirmirse, para que la puerta no se
pueda mover?

1AS RELACIONES ENTHRE PLANOS Y LINEAS RECTAS:

1.- DE LAS RMCTAS PERPENDICUL ARES A
UN PLATO:

TEOREMAZ2;

S1 una recta es perpendiculara d4os rectas de
un plano que pasan poy su punto de penetracion,es perpen-
dicular a cualgqulera otra recta del plano trmzada por este
mnto (FMg. 1).

Hps Ap L ®p, AD.l Ir,
Tes: ADL. IE

D e mg

Prolénguese 12 recta AD mis alla de D, hacien-



Fig. 1

-do DF = AD, 3y tracense las rectas AB, AC, FB y IC. Uma-
se By C por unz linea recta y tracese la recta TE en una
direccién cualquiera sobre el plano (Mi), (Designaremos ge-
neralmnnte un plano con dos letras encerradas entre yarén.’
tesis, correspondienmtes a dos puntos del plano no situades
en ung misma yecta trmzadu en este plano), hsta su inter-
seccion E con CB, Urase finnlmente E con A y ¥, Demostrare-
mos que

<<EDA = EDF = R
Tenemos ;
1.- AADB =AFIB; luego AB = FB;
2.- L ACDEAICE; " AC =X;

3..  AACBE ACBF; " <<ACE = KE;
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bo- ANKE = AICE; luego AB = EF;
5.- ASED = AFED; " 4 ADE = EDF;

, Estendo estos dog Ultimos éngulos en posicion
de amgulos adyacentes, cada uno de e?;los es rectec, 10 que
demuestre la tesis. (Esta demostraciln fué dada por Ceuchy).

L.
Definiciont

Una recta que es perpendicular a todas lss
rectas de un 1L1e8nc que pasen yOr su punto de penetrscidn,
se llame periendicular el pleno; toda otra recta que cor_
te el :lano, se llama oblicus al planc. E)l Teoreme en-
terior engefia que [era le demostracion de le perrendicu-
laridsd de une recta a un plano, baste hacer ver que
es rerpendiculer e dog de les rectes del pleno trazadss
por su pantc de renetreciin.

COROLARIC 1:

En un runtc de un plenc no gse ruede leventer
mds que une jeriend.culer el pleno,

Dem;

(indir) : Tracese otre recta cualquiera por
el puntc dadc;, peésese un plano gOr este recta y la perpen
diculer.

COROLARIO 23

, Desde un puntc fuers de un glano no se -
de ofjer mas quée una rerpend.cular sl pleno,




Dem;

(indir,): Tracese por el punto dado otre rec-
ta cualquiera al plano, higese pasar un rlano por las dos
rectas Que mrten dsl punto dado.

COROLARIO 3
La perpendicular bajada & un plano desde un

punto situado fuera de ol, ea le mis corta de todas lag rec -
tas que ds ese runto ge pueden trazar al plano,

Dem,; facil,

COROLARIO L

Todns 1las rectas oblicuas tmzadag desde un
mismo punto fuerc de un plano .y cuyos puntos de penetra-
cion estan a igual distancia del pie de 1la perpendicular
ba jada del mismo punto, son iguales entre sl.

De m?
Por la congruencia de tridrgulos rectangulos.

COROTARIO 5:

Iag rectas oblfcuas trazadas & un plano des-
de -un punto slituado fuera de o1 1, son tanto mas largas cuan.
TS mhs sus puntos de ;er\efmcion disfen de la perpendicular
ba jada desde el punto 21 plano,




De m¢
S ———————

Por la copgruencla de tridrgulos rectingulos.
Definicion;
Entiéndase por distancia de un punto a un plano

la longitud de le perpendicular bajada desde el punto al pla-
no,

Flg, 2
TEOREMA 3:

(Rec{proco del teor. £) Cuando uma recta es
perrendicular a treg o pAs rectas que 1s cortan en un migmo
mnto, ostas Tectas rertenscen a un mismo plano (Fig, 2).




Dems
Sea AB perpendicular & BC, BD y BE,

Pisese por BC y BD el plano (MN), Entonces BE
estaré necesarigmente situada, en el mismo plano, Fues, si
no fuers agi, se podrfa hacer pasar un plano por AB y BE
que cortar{a el plano (MV) segun uma rocta BE®, distinta &
BE,

Como, segun la hipotesis, AB es perpendicular
a BC y BD, debe ser psrpendicular el plano (MN) y por lo
tanto a BE' (Teor 2) y do aquf resultarfa que AB serfa per
pendicular a 1la vez & las rectas BE y BE' situadas con AB
en un mismo plano, 1o que es imposibdble,

COROIARIC:
Cuar;do se hace girar el plano determinado por

los l1adog de un apgulo recto, en terno de uno de estos la-
dog, el otro lado describe un plano.

TEOREMA 4

Dos (0 mis) rectas perpendiculsres a ua mismo
plano, son iamlelas entre sf (fig. 3).

Dem

' Sean 4B y CD perpendiculares a (MY).

Tracese en (MN), BE 1sp y higase BE= C'D y
trmcese BC' y DE, Entonces, BC'D == [EB, luego BC' = IE,
Urlondo E con C', resulta BC'E == C!IE y por lo tanto,
EBC' = C'DE = R, EB es, pues, perpendicular a BC', BA y
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BD y segin teor, 3, estas tree rectas estam situadas en
up mismd plano,

Fero necesariamente, CD pertenece 8;1 mismo pla
no, por tensr los puntog Dy C' comunes con el y slendo.
AB y CD perpendiculares a ume misma recta de este plano,reg
sulta AB//CD,

Flg. 3

TEOREMA: 5¢

. (Rec{proco del teor. k) Cusndo uma de dos (o
mag) rectas es perpendicular a un plano, tamblen la Ot¥a
lo egd.

De m¢

Andloga & la del teor. 4 o indirecta,
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TEOREMA &

Dos rectas del espaclo paralelas & una tercem,
son parelelas entre si,

Dems

Por medic de un plano perpendicular a una de
lee recteg y teor. 5y b,

Flg. &

Problema fundamental

(La planteacidn da este problema y otros [ATe-
cidos dados en log ejerciclos, obedece gl fin de hacer ver
la posibilidad tedrica de su  resolucidn gréfica).
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Deads un punto a4 situado fuera de un plano
(My), bajar 1a perpendicular &l plano. '

Construcc 15n=

Tricese en el plano (MN) uma recta cualquiere
BC, hagase mmsar un plano por A y la recta BC y bdjese en
este plano la perpendicular AD & BC, En el plano (MN), le-
vantese la perpendicular IE' a BC y en el planc determinado
per AD y IE', tricese AE L. DE'. AE es la porpendicular pe-
dida (Fig. b.)

D e ms
En (MN) tricese FC_!_ BC, Puesto que BC es per
pendicular a AD y DE y por 1o tanto al plano ADE', tambien
EG es perpendicular a este plano y por consigulente, a AE,
Slendo, pues AE perpendlcular a IE y K, AE es pernendicu—
lar al plano (M),

Problem}a fundamental ;

En un puntc dado & de un plano, levantar la
perpendicular al plano,

Congtrucc 10n;

Desde un punto B situado fuera del glano,ba-
Jese la perpendicular BC eal rlano, Hsese por BC y A el
plano determinado por estcs elementos y tmcese en el pla-
no la paralela a BC por el munto A,

De m;

Veage teqr 5.



EJERCICIOS;

1.- En un punto dado de una 1{nea recta, zcuan
tas perpendiculares se pueden levantar en el espacio y como
estan situadag?

2,- Desde un punto dado fuera de una 1{nes reec-
ta, jcudntas perpemdiculares se pueden bajar a ella?

3.-- Dos rectas que, en el espaclo, gon perpen-
diculares a una tercern, yson pecesariamente paralelag?™

.- Dog rectas que se cruzan jpueden ser per -
pendiculares a un mismo planc?

5.- Ia distancia de un punto del espacio a un
punto A del plenc, es igual a 11,38 cm. y la distarcia de
A al ple de la perpendicular bajeda del ‘punto del espacio
al plano, igual a 4,62 cm. jCudl es la dlstancia del punto
al plano?

6.~ Las distancias de dos puntos A y B a un
plano (MN) son & y b respectivamente. La distancia de 10s
pleg de las perpendwulares ba jadas desde A y B al plano,es
igual a Cc, :,Cual es 1a distanfia de A a B?

2.- DE LAS RECTAS OBLICUAS
A UN PLAI!Q_:_

Definicidng

Si desde un punto cualquiers de una recta obl_{_
cua & un plano, ge baja le 'perpendicular al plano y se uhe
su ple con el punto de penetracion de la obllcua, eata recta
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de unidn es 1a proyeccitn de la oblfcua sobre el planc y
el angulo que la oblicua forma con su proyeccion es el
argulo que la obl{cua forma con el plano,

TEOREMA 73
Todas las perpendiqulares que se pueden bajar

de los puntos de una oblicua a un planc, estan situadas en
un mismo plano,

D e ms
Teor., L.

TEOREMA 83

, El éngulo que uma recta oblfcus forma con un
plano (angulo de inclinacion), es el menor de todos 108 an-
gulos que la oblicua fomma con leg rectas del plano traza-
dag por su punto de penetracion,

De m?

(fig. 5): Sea AC..L(W‘I). Higase BD = BC y

trécese AD, Entonces los triamgulos ABC y ABD tienen dos
de sus lados iguales, pero AD> AC, <4CABD> ABC,

TEOREMA 93

Una oblicua a un plano forma zingulos iguales -
con aquellas rectas del plano gue rasan por su punto de pe-
netracion en el planc y forman angulos iguales Con au pro -
yesclon sobre este plano.




- 15 -

De m:

(Fig. 5): sea AC_L.(MN) y 4 EBC = CBD; ae-
mogtraremos que 3< EBA = BD y umage C con E y con D,
Entonces A EBC == CBD, luego CE = CD y por lo tanto
AE = AD, Do aqu{ resulta que AABE=Z ABE y por con-
siguiente, AABE=ZIBA,

Formar el teorema recfproco del 9.

CCROLARTO ¢

Toda recta oblfcua a un plano es perpendicu-
lar a una scla recta del plano; v.gr., a aquella que pasa
por el punto de penetracion de la obllcua y es perpendicu-
lar & la proysccion de ella sobre el plano.

Flg. 5
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stendo M.l BC( Fig. 5) resulta que ABL_ 1.

TEOREMA 10

S1 dos rectas de un pleno forman angulog desi-
guales con la proyeccion de una oblicua que pasa por su in.
terseccion, la oblicua forma el angulo mayor ¢on aquella &
las dog rectas que forma e] angulo mayor con su proyecclomn.

D e ms

(f1g. 5): Sea AcL(MN) y EBC>>CBD;d¢mostraremos
que <47 ABE>ABD. Hagase EB = BD y tricese CE y CD. Los
tridngulos EBC y CBD tlenen dos de sue lados iguales, pero
EBC>CBD; luego CE>CD y porlo tanto, AE>AD, de donde ge de-
duce que ABE >-ABD.

Formar el teorema reciproco del 10.

COROIARIO 13

El mayor de todog 1cs. dngulos que una cblfcua
forma con las rectas de ‘un plano tmzadas por su punto de
penetmcién, ea el que forma con la prolongacion de su pro-
yeccion mzs alla del punto de penetracion,

COROLARIO 23

Toda recta que forma dngulos iguales con tres

rectas de un planc trazadas por su punto de penstracion, es
peryrendlcular al plano,
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TEOREMA 11;

Dos a'zgulos del espaclo cuyos lados SOn respec-
tivamente parslelos, son lguales entre si, al son de la mis-
ma naturaleza y suplementarios, s8f son de digtinta maturale-
za ,

» .

Fig. 6

De ms
Sean AB = DD', BC = DF, demostraremos que AsBC
= IEF y ABC + FED' = 2 R, Haciendo AB = DD y CB =FD'y

trazando AD, BE y, CF. Tenemos que ABDD' y CBD'F gson I&rale-
1&g remos (jpor que)’, de donde se desprende que AD es igual

y mralela con CF, Trazamdo, finalmente, AC y DF, se Obser
va que tambidn AICF es un paralelcgramo‘ ¥ luego AC = FD. T®
aqu{ resulta que A ABC = DD'F, de manera que 4Z ABC =
IEF, ahorg bien, IEF esg el suplemento del D'DF, luego te-
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-nemos gue ABC + ED'F = 2 R (fig..6).

TEOFEMA 123

Rectas paralelas formn angulos iguales con
un mismo plano,

D em, sencilla;

EJERCICIOS:

1.- Dos rectas tm zadas a un plano desde un |,
mismo punto fuera de &1 y que forman angulos iguales con €},
gon iguales entre s{ y recirrocamente.

2.- El lugar geométrico de los puntos de un pla
no que tienen igual distancia 2 un Tunto situado fuere del
plano, es una circunferencia,

3.~ Desde un punto gituado fuer: de un plano
se ha trazado una oblicua al plano que tiene unt longitud
a y que forma un angulo de 30° con el plano, jCudl es 1a
distancia del punto al pleno?

5.. DE IAS RECTAS PARALELAS A UN FLANO:

TEOFEMA 135

S1 uma recta situada fuera de un plano es pa-
mlela & una reCta trazada eneste plano, es paralel o al
plano (Fig. 7)
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De m;

Sea AB // CD; AB y CD determipan la posicién
del piano (AD), Si AB cortam el plano (MN), el punto de

penetracion de AB en (MN) estarfa situadc en 61 plano de-

terminado por AB y CD, és decir, AB cortarfa a CD, 1o que
es contrario a la hipotesls del teorema,

ol

-
Y e
oo

\

(&3

M

Mg. 7
Observacidn:

El tedrema 13 demuestra la existencia de rec-
tas paralelas a un plano, -

TEOREMA 1k:

(Rec{proco) . 51 una recta es parslela a un pia
no, es paralela a toda recta de este plano situada en un
planc ¢on ella,

Dem, Sencilla,
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FPreguntas:

- 1Dcs rectas pAralelas & un migmo plano son B -
relelas entre gi? jCuantas rectas parslelas a un plano se
TSden msar por un punto situado fuerm de €17

EJERCICIOS:

1l.- Por un punto dado fusrz de un plano, tr-
zar und recta raralela al plano,

2.- Dado un punto en unz 1{nea recta, pasar
por este punto un plano perpendicular a la recta,

3.- Determinar el lugar gecmetrico do dos pun_
tos que tlenen igual distancla a dos puntos dados,

.- Dzdo un punto F en una recta AB pamlela a
un plano (MN), trazar deasde el punto P uma recta al plano
que terga la longitud a y forme con 1la recta del &ngulo .

5.- Dadas dos rectas AB y CD que se cruzan,pa-
say por AB un plano paralelo a ED,

6.- Pasar por un punto dade un planc paralelo
a dos rectas que se cruzen,

7.- Fasar por un punto dzdo una rectd que corte
dos rectas dadas que se cruzan,

8.- Construir una recta mralela que gea equl
distante de tres rectas paralelas no situadas en un miamo

plano.
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COMBINACION I DOS PLANOS

1.. DOS PLANOS QUE SE CORTAN :

Definicidns

Dos planoa que se cortan, forman un éngulo die-
dro. Enti éndese por angulo diedro el monto de 1la rotacion
que uno de los rlenos debe ejecutar para llegar a coincidir
con el otro, Losg planos que formen el dledro, se llaman ca-
ras_ y 1a interseccion de las caras, arista del dledro,

Un engulo dledro se lee, ol esta aislado,por
las dos leiras de su arista, 51 varios diedros tienen uma
arista ccaun, se lee cado uno por cuatro letras, tomando urme
de cada plano y colocando en el medlo lasg de la arista Ja
magnitud de un angulo dledro no depends de la extension de
sug cares, sino de la mayor © menor inclimciin que una ten
ga con respecto de la otra,

En un dngulo diedro llémase angulo rectiifneo
o planc al angulo planc formado por dos perrendiculares a
la arista, tramdas en un mismo punto de ells y una en Ca-
da cara, El argulo rectilineo correspondiente & un dledro
es el mismn,cualquiers que sea el punto de la arista elegl
do para su construccidn. ( yPor que?).

TEOREMA 154

A drgulos diedros lgusles corresponden &ngulc
rectilinecs 1guales.

Dem. (Fig. 8): Sean AB y A'B" dos diedros



-2 .

iguales y = CDE y C'D'E' 108 argulos rectilfnecs corres_
pendientes, Hagase colncldir el dledro A'B! con el AB de
manera que D' coinclda con D, Entoncds C'D' coincidird

con CDy E'D* con ED, o en otros términos, 3‘:C'D’E' = CDE,

TROREMA 16:

Rec{proco). A dngulos rectilinecs iguales,
corresponden angulos dledros iguales,

D e mg

Hacer colncidir los efngulos nectil{neo:s y de-
mogtrar que los dikdrcs correspondientes deben coincidir,

TEOREMA 17¢

Dox angulos dledros estin en 1amisma razdn . gue
108 &ngulos YeCtilineos corregpondientes y viciversa,

A Al

Y

E‘

B' =<
\\

N /
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Den}

Dividir 108 anguloy rectil{necos por medio de
ura medida comun y aplicar teor.

’
Observacion:

Segun los teoremes, anteriores, el angulo roc-
ti1{neo puede ser considermdo comc medida del argulo dledro.
(Aungue tal modo de expresarse es 1ncorrecto) En virtud &
.esto, los tecremas planimetricos acerca de angulos adyacen-
tes y opuestos por el vértice, su division en angulos rectos,
agudos, obl{cuc»s, etc., su expresidn en grados, minutos y
gegundog pueden ayllcarse dlrectamente a los angulos diedros,
Egpecialmente, se entlade por planos perpendiculares uno al
otro, aquellos que, 8l cortarse, formin diedros rectos.

TEOREM A 183

W St dos planos scn perpendiculares entre af v
en uno de ello8 se traza un: perpendiculr & la interssccim
de 108 dos plancg, esta perpsndicular lo gera tambien al ¢
“otro planmo, (fig. 9). '

Denm

Sea (ED) _L_ (AB), EF la intersecciln de estos
rlanos y ¢cl_ EFen (AB) Ahora, si CD_L EF en sl pla-
no (ED), entonces CD es uno de 10s lados del angulo rectl-
1fneo correspondiente al dledro formado por los plancs per-
pendiculares entre si.

Luego, CD es perpendicular al otro lado CG de
egte z:'tngulo y por congigulente, en virtud del teorema 2,
¢ _L.(aB).
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CORCIARIO; 1: Si dos planocs son perpendiculares entre sf y
por un punto de interseccion se treza la per-
pendicular 8 uno de ellos, estd pertensce al Otro plano.

De ms

Indirecta, teor, 2, corol.l, teor, 18,

COROCLARIO 2;

S1 desde un punto de uno de los rlanos psrpen-
diculares entre gi, se baja la perpendicular al otro ;.1ano,
esta rertenste al primer rlano,

De m:

Indirecta,
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CORCLARIO %3

Por una yecta dada en un plano' no se puede ra-
Sar mds que un prLano  perpendlcular 4 aquel,

Fig, 10

TEOREMA 19:¢

la interseccion de dos plancs perpendiculares
a un tercero, es perpendlcular a e¢ste tercer plano,

Dem: (Fig. 10) Si en el punto B se levanta la perpendi-

cular al plano (MN), ésta debe encontrarse 2
la vez en los planos (FQ) y (M), luego,es la interseccidn
de estos dos planos ‘perpendiculares a (MN).

TEOKEMA 203

Todo plano que pasa LOr uma recta perpendicu-
lar a otro plano, es perrendicular a egte ultimo,




De m} Sencilla
COROLARIO ;
Por toda recta oblicua o paraleila & un plano,

no se pusde rasar mas que un golo planc perrendicular - a
aquel .

D e wm¢

Teor, 20, teor. 7, teor. 18, corol. 2,

EJERCICIOS

l.- Construir un plano perpendicular & un pla_
no dado (MN) y Gue pase:

&) Por upa recta situads en el f‘mo (MN) ;
b) Por uma recta parslela u oblicua a (MN).

2.- E1 plano del angulc rectilinec correspon-
diente a un dledro es perpendicular a la arlsta del diedrn,

%,. Reciproco del anterior teorema.
k.- S1 desde un puntc dentro ds la abertura de
un diedro se bajan las perpendicularss a lag ceras del dle

dro, el angul o fomado, por las perrendiculares es el suyle
mento del angulo rectilineo correspondiente al dledro.

2.~ DOS PLANOS PARALELOS;

TEOREMA 2):
Dos plancg perpendiculares a um mlsme recta

gon paralelos entre si.
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Mg. 11

D e m;
(fig. 11): sean (MN) y (PQ) dos planos perpen_
ciculares a la recta AB. Supongamos que nc fueran aralelcs
y DE su interseccidn. Uniendo un punto C de ésta con A v B,
tendriamos que en CAB <<= CAB = CBA = R, 10 que es imposible

’ .
Observacion ;

Este teorema demuestra la existencia de plancs
raralelos,

COROLARIO ;
Por un runto gituado en uma recta o fuera de

ell2 no ge puede pasar mag que ul g¢lo plano rerpendicular
a elia,




Problema fundamental

Por un punto situado fuera de un plano dado,

rasar un pleno parelelo a el,

Construce 1611 H

; vBef,que del punto la perpendicular al plano y
rasese por el punto el planc perpendicular a la recta tra-
zada .

TEOREMA 22

Las intersecciones de planos raralelos con un
tercer plano gon mralelas entre sl. (Fig, 12)

Flg, 12
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Dem;

Sea (M) y (RQ) dos plancs 1aralelos y {RS)un
plano que 1o0s corta en AB y CD. AB y CD estdn situados en
un, mismo planoy no pueden cortarse, puesto que su intersec
c1én serfa un punto comin a 1os dos planocs (MN) y (EQ) su-
puestos parclelos y distintos,

Luego AB //CD.

» Una recta perpendiculer a uno de dog‘ planocs
paralelos, 1o es tambien al otro,

D e m¢

Psense ror 1la recta dos planos que cortan 1l
planos pmralelos y apliquese teor, 22,

TEOREMA 2L

} Un2 recta que corta dos plancsg paralelos, for«
ma, angulos iguales con elloa, .

D e my¢
Degde un punto cualqulera de 1& recta ba,jese

la perpendicular & los dog planos y construyanse log angu-
los que la recta formma con los plancs paralelos.

TEOREMA 25

Partes de rectas paralelas, Interceptadas por
planog paralelos, scn igusles entre si,
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Pagar un plano por dos de las rectas paraleléas
y emplear teor, 22,

COROLARIO ;

Planog paralelos gon equldigtantes en toda su

extenaldn.
A—— et et

EJERCICIOS:

1.- Los rlancs de dos 5ngaloa cuyos lados son
raralelos de dos en dogs, son prralelos,

2.- 81 un plano es paralelo & otro, toda rec-
ta situada en el primerc ¢s paralela al gegundo,

3.~ Todas lasg rectas ;,aralelas a un planc que
rasen per un mismo punte fuera de el, pertenecen a un plano
‘paralslo al primero.

4,- Una recta quecorte a unon de dos plants pa.
ralelos, debldamente prolongada corta también el otro,

5.- Tres o© mas puntos no sitiados en 1fnea rec
ta que se hallan a igual distancie ya un mismo lado de wn
rlano, retenecen a un plano paralelo al primero.

6.- Los planos que Interceptan partes iguales
de tres rectas aralelas no situadas en un mismo plano,son

paralelos.,

7.- Dividir un dngulo diedro en 20 rartes igw
les.,

8.- Determimar el lugar gecmétrico de todos
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los puntos que tienen ura distancladada a un plano dzdo.-

9.- Determinar el lugar gecmétrico de todos
los puntos equidistantes de dos planos dados, &) sl los pla
nogs son paralelos, b) si los rlanocs ge cortan,

10.- Construir una recte que sea perpendicu-
lar a dos rectas que se cruzan.

11.- Construir 1a mis corta de todas lag réc-
tas que se pueden trazar entre dos rectas que se cruzan,

12,- Dado un punto fuera de dos planos dados,
Fegar por este punto un plano perpendiculer a 1os dos pla-
nog dadog.

13.- Pagar por un punto dado un planc que equl
diste de tres puntos no situados en linea recta.

1.~ Construir una recta que tenge & uno de
dos plancs nc aralelos 1a distancia a y al otro, la dis-
tancia b,

15.- Dado un punto P fuera de.un ylanc dado
(MN), trazar por Puma recta al plano (MN) que temga um 1l
gitud dada a y sea yarmalela a otro plano dado (Es),

16.- El mismo problema, dindose en vez de la
longitud a el angulo que la recta pedida debe formar con
el plano (MN).

COMBINACION DE TRES FLANOS

1.- TRES FLANOS PARALEIOS;

TEOREMA 26: Dos plancs mmlelos 2 un tercero son para-
lelog entre sli,




-

De m:

Trazar una recta perpendicular a uno de los
planos y emplear teors. 23 y 21,

CORCLARIO 1:

Un plano que corta uno de 108 planos pa.rale-
los, corm tambien 61 oLro.

COROLARIO 2;

For un punto dado fuera de un [léno no se pue-
de hacer pasar mas que un plano paraleloc a el.

AM

M
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TEOREMA 27:

51 entre tres planog raralelos ge trazan dos
rectas cualesquiera, los segmentoe de las rectas’ intercéep-
tados por los plancs son proporcionales entre si. (Fig.l?

Den
Sean (Mi), (FQ), (RS) los tres planos parale -
1os y AE y FJ las dos recas que cortan los rlancs en B,C,D
y G, H, I respectivamente. Tracese GO// AE y las rectas BG,
CK, DL, EK, LI. Entonces soc ticne:
GH : HI =GK ; KL
GK = BC, KL = CD (teor 25),
luego GH s HI=.BC ; CD

lo que se rroxuso demogtrar,

2,- DOS PIANOS PARAIEIOS Y UN PLANG SECANTE §

‘Doe Flanog paralelos cortadog por un tercero
forman ocho angulos diedros. Si por un punto de 12 inter-
geccidn del plano secante con uno de log planos paralelos,
se 1esa un plano rerpendicular a estd recta, las intersec-
ciones do les tres rlancg dadog con €l cuarto pFlano dan
gar a la formacidn de dos rectas paralelas cortadas por
uma tercera, Los ocho angulos concavos de esta figum plam
son. los a'ngulos rectil{neos correspondientes a 1os ocho
diedros, A estos diedros pueden aplicarse, por esto, tanto
l1as denominaciones como log teoremas planimetricos,



LT

%.~ TRES FLANOS QUE SE CORTAN:

CEOREMA 283

Si tres planog g9 cortan, sus intersecciones
pasan por un mismo punto, © gon paralelasg o colnciddn,

Den;

1)(Fg. 14): Si los planos M y N se cortan se_
gun 12 recta AA', My P segun la recta BB', 0 es el punto
de inter seccidn de AA' y BB', O no 301amente es un .punto
camin de los Flance My N y de M y P, 8ino tembién ,de 108
planos N y P. Lusgo O es un punto de la interseccion de Ny
P. Por c¢onsigulente, las tres intersecciones pasan por el

punto O,
A

At
N

B! P

B Mg, 14

2) (Flg. 15) Sea AA' la interseccion de 10s
slancs (AC') y (A'B) y el planc (CB') raralelo a AA', en-
wonces BB' y CC' gon paralelas a AA', pues cada una de es=
a8 rectas estd situada con AA' en un plano y no ge pueden
ortar, porque AA' es paralela al planc (CB').
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¥

Fig. 15
3) (fig. 16). las tres intersecciones mmle-
las coinciden, es decir, los planos pesan por una misma rec
te,

Definicionss:

Tres plancg que y&san por und wisma recta,for
man sels diedros que tienen la arista camin y son 1guales
de dos en dos, Tres plancs que ge cortan aegun tres rectas
aralelas, forman un esgacio prismatico triargular abierto,
Tres plancs cuyas tres intersecciones  pesan por un mismo
punto, forman upa cantidad angular llamada triedro, Ms
de tres planos. cuyas interseccicnes pagan por un mismo pun-
to, forman un poliedro, Si las intersecciones de estos
rlanes son paralelas entre s{, el espacio ablerto que se
origira se llama prismitico poligomal. (Ver fig. 16
en la 16g. siguiente} .




Fig. 16



