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E S T E R E O M E T R I A 

R e s u m e n ; 

1 , - Por cada i-íunto de l e spac io se puede t r a z a r 
u m i n f i n i d a d de l í n e a s r e c t a s . Por dos puntos de l e spac io 
со se puede t r a z a r m s que una sola l í n e a r e c t a , por l o t an 
tos dos puntos determinan l a pos i c ión de una l í n e a r ec t a eñ 
e l e s p a c i o . 

2 . - Por dos puntos de l e spac io s e puede hace r 
pasa r ипа i n f i n i d a d de p lanos ; todos e l l o s t i e n e n ccmún l a 
r e c t a determinada por a q u e l l o s dos pun tos . Haciendo ^ i r a r 
uno cua lqu ie ra de l o s planos en t o m o de es te e je común, l i e 
ga a c o i n c i d i r sucesivamente con cada uno de l o s demás pla-
nos que pasan por e s t e e j e . 

Por t r e s puntos que no e s t á n s i t u a d o s en l í nea 
r e c t a , no se puede pasar mas que un s o l o p lano , pues, hacien-
do g i r a r un plano que pasa por e s t o s t r e s puntos , en ton*? 
de l a r e c t a determinada por dos de e l l o s , e l t e r c e r punto 
d e j a r í a de p e r t e n e c e r a l p lano . Tres puntos no s i t uados en 
l í n e a r e c t a determinan l a p o s i c i ó n de un plano en e l e s p a c i o . 

Puesto que toda r e c t a que une dos de e s t o s t r e s 
puntos , per tenece to ta lmente a l p lano, r e s u l t a que l a pos i -
c i ó n de un plano en e l e spac io queda de t eminada también? 
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a) Рог una r ec ta у un punto s i t u a d o fue r a de 
e l l a . 

b) Por doa r e c t a s que se c o r t a n , о sea, por l o s 
l ados de un ángu lo . 

c ) Por t r e s r e c t a s que se c o r t a n en t r e s puntos , 
o sea por l o s l ados de un t r i a n g u l o . 

La d e f i n i c i ó n de l a s r e c t a s p a r a l e l a s , según la 
cual r e c t a s p a r a l e l a s son a q u e l l a s r e c t a s que, s i t u a d a s en 
un mismo plano, no se c o r t a n jamas por más que s e l l a s prolon-
gue , nos enseña que también 

d) Dos r e c t a s p a r a l e l a s determinan l a poslc lc i i 
de: un plano en e l e s p a c i o . 

З . - .Dos l í n e a s r e c t a s pueden t e n e r l a s si 'guien 
t e s pos ic iones r e l a t i v a s en e l espac io* 

a) No t i e n e n ningún punto común- y e s t á n s i t u a -
das en un mismo plano, es d e c i r , son p a r a l e l a s ; 

b) No t i e n e n ningún punto común y nó e s t á n s i -
tuadas en un mismo plano, e s decir , , se c i u z a n . 

c) Tienen un so lo punto común, es d e c i r , зе -
c o r t a n . 

d) Tienen dos puntos comunes y por e s t o , coin-
c i d e n . 

1»,- Una l í n e a r e c t a puede t e n e r l a s s i g u i e n t e s 
pos ic iones con r e spec to a un plano{ 

a ) No t i e n e ningún punto común en e l p lano por 
máa que se la. prolongue, es d e c i r , es p a r a l e l a a l p lano; 
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b) Tiene un s o l o punto común con e l p lano, ea 
d e c i r , co r t a e l p l ano ; 

c) Tiene dos puntos comunes con e l p lano , e s 
d e c i r , pe r tenece a l p l ano . 

5 , - Dos planos pueden t e n e r l a s s i g u i e n t e s po-
s i c i o n e s uno con r e spec to a l o t r o í 

a) No t i e n e n ningún punto común por más que 
se l o s prolongue en todas d i r e c c i o n e s , son . p a r a l e l o s ; 

b) Tienen un punto común s i n c o i n c i d i r , es de-
c i r , se c o r t a n . 

En e s t e caso s u b s i s t e e l teoremaí 

T E O B E M A i . _ 

La i n t e r s e c c i ó n de dos planos es una l í n e a r ec -
t a . 

D e ш! 

Los planos t i e n e n dos dimensiones, luego su ta 
t e r s e c c i ó n será de una dimensión, o s ea , una l i n e a . Ahoja 
b i e n , s i e s t a l í n e a no fue r a r e c t a , se podr ían s e ñ a l a r en 
e l l a t r e s puntos no s i t u a d o s en l i n e a r e c t a . Estog t r e s pun 
t o s deber ían p e r t e n e c e r a l o s dos p lanos s i n que e s t o s c o i n -
c i d i e r a n , l o que es impos ib le , porque por t r e s puntos de l 
e s p a c i o no s i t uados en l í n e a r ec t a no se puede pasnr mas 
que un so lo p l a n o . 

. t 
c) Tienen t r e s puntos comunes que no e s t á n 

s i t u a d o s en l í n e a r e c t a , es d e c i r , c o i n c i d e n . 
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E J E R C I C I O S{ 

1 , - Una l í n e a curva o a n u l o s a , ¿puede a l mis_ 
mo tiempo p e r t e n e c e r a dos planos? 

2 , - Por un punto dado f u e r a -de una r e c t a , cuán-
t a s r e c t a s p a r a l e l a s a l a r e c t a dada se pueden t r a z a r en e l e s -
pacio? 

3 , - ¿Por <̂ ué se emplean t r í podes para a f i l m a r 
l o s ins t rumentos n&tematicos en e l suelo? 

Ц ¿ C u á n t o s puntos de una puer ta que g i r a so_ 
bre sus goznes , deben a f i r m a r s e , pora que l a pue r t a no se 
pueda mover? 

LAS RELACIONES ENTRE HANOS Y LINEAS RECTAS i 

1 D K L A S R K C ' r ¿ s PEHPENDICUL ARES A 
UN Г Ш ) : 

T E 0 R E M A 2 : 

S i una r e c t a es perpendicular a dos r e c t a s de 
un plano- que pasan po^ su punto de p e n e t r a c i ó n , e s perpen-
d i c u l a r a cua lqu ie ra o t r a r e c t a de l p lano t r azada por e s t e 
punto (F ig . l ) . 

Hipí AD - L BD, A D _ L r C , 

Tes; AD.!- DE 

D e m; 

Prolongúese l a r e c t a AD más a l l á de D, hacien-
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F i g . 1 

-do DF = AD, y t r ácense l a s r e c t a s AB, АС, ® y 1С, Una-
se В у С por una l í n e a r e c t a y t r á c e s e l a r e c t a ЕЕ en una 
d i r e c c i ó n cua lqu i e r a sobre e l plano (МЫ), (Designaremos ge-
neralmnnte un plano con d o s " l e t r a s encerradas e n t r e p a r e n - ' 
t e s i s , co r respond ien tes a dos puntos de l p lano no s i t u a d o s 
en una misma r e c t a t razada en e s t e p l ano) , ha s t a su i n t e r -
secc ión E con CB. Unase f ina lmente E con A y F . Demostrare-
mos que 

ЧСЕПА = EDF = E i 

Tenemos í 

1 . - AAEB^AFDB; luego AB = FB; 

2 . - AACD^ADCF; " AC =5C; 

3 . - AACB^ 'ACBF; " -fC АСЕ = K E ; 
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Д/СЕ = Л К Е ; luego j© = ЕЕ; 

5 . - Л Ш ) ~ A5ED; " ^TADE = EDF; 

Estando e s t o s dos ú l t imos ángulos en pos ic ión 
de ángulos adyacentes , cada uno de e l l o s es r e c t o , l o que 
demuestra l a t e s i s . ( E s t a demostración fué dada por Cauchy). 

Definición} 

Una r ec t a que es pe rpend icu l a r a todas l a s 
r e c t a s de un ulano que pasan por su punto de penet rac ión, 
se l lama pe rpend icu la r a l plano; toda o t r a r e c t a que ccr_ 
t a e l plano, se l lama oblicua, a l p lano. El Teorema an-
t e r i o r enseña que j a r a l a demostración de l a perpendicu-
l a r i d a d de una r e c t a a un plano, ba s t e hace r v e r que 
e s pe rpend icu l a r a dos de l a s r e c t a s de l plano t r a r a d a s 
por su punto de j^ne t r a c ion . 

cobpl ikeo 1 ; 

En un punto de un pleno no se раеde l e v e n t a r 
mas que una pe rpend icu la r a l p lano. 

Dem; 

( i n d i r ) : Trácese o t r a r e c t a cue„lquiera por 
e l punto dadc, pesese un plano por e s t a r e c t a y l a pe r jen 
d i c u l a r . 

C0K0EABI0-2S 
Desde un punto f u e r a de un plano no se pue-

de Q f j a r más que una pe rpend icu la r a l pleno. 



- 7 -

D e m; 

( i n d i r . ) ; Trácese por e l punto dado o t r a r ec -
t a cua lqu ie ra a l p l ano , hágase pasar un plano por l a s dos 
r ec t a squo p a r t e n de l punto dado. 

COBOLABIO 3? 

La pe rpend icu la r ba jada a un plano desde un 
punto s i t u a d o f u e r a de e l , e s l a mas c o r t a de todas l a s r ec -
t a s que .de ese punto se pueden t r a z a r a l p lano . 

D e m, ; f á c i l . 

COBOLABIO ki 

Todas l a s r e c t a s ob l i cuas t r azadas desde un 
mismo punto fuero de un plano .y cuyos puntos de pene t ra -
c i ó n e s t á n a i gua l d i s t a n c i a de l p ie de l a pe rpend icu l a r 
ba jada del mismo punto, son igua le s e n t r e s i . 

D e m? 
Por l a congruencia de t r i á n g u l o s r e c t á n g u l o s . 

COBOLABIO 5? 

Las r e c t o s ob l icuas t r azadas a un plano des-
de un punto s i t u a d o fue r a de e l , son t a n t o шав l a r g a s cuatv 
t o mas sus puntos de pene t r ac i ¿n d i s t e n dé la pe rpend icu la r 
ba jada desde e l punto a l p l ano . 



- 8 -

D e m? 

Por l a congruencia de t r i á n g u l o s r e c t á n g u l o s . 

D e f i n i c i ó n ; 

Ent iéndase por d i s t a n c i a de un punto a un plano 
lt» l o r g i t u d de l a pe rpend icu la r ba jada desde e l punto a l p l a -
no . 

F i g . 2 

1Е0ЕЕШ 3: 

(Recíproco de l t eo r . 2) Cuando una r ec t a es 
pe rpend icu la r a t r e s o más r e c t a s que' la c o r t a n en un mlsmo 
punto, e s t a s r e c t a s pe r tenecen a un ш1ашо plano ( F i g . 2J . 
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D e a ? 

Sea AB pe rpend icu la r а ВС, BD y BE. 

Pásese por ВС y BD e l plano (MN) . Entonces BE 
e s t a r á necesariamente s i t u a d a , en e l mismo p lano . Ríes , s i 
no f u e r a a s í , se podría hacer ^asar un plano por AB y BE 
que c o r t a r í a e l plano (MN) según una rec ta BE' , d i s t i n t a de 
BE. 

Cerno, según l a h i p ó t e s i s , AB e s pe rpend icu la r 
а ВС y BD, debe s e r pe rpend icu la r a l plano (MN) y por l o 
t a n t o a BE1 (Teor 2) y de aqu í r e s u l t a r í a que AB s e r í a per-
pend i cu l a r a l a vez a l a s r e c t a s BE y BE' s i t u a d a s con AB 
en un mismo p lano , l o que es impos ib le . 

COROLARIO { 

Cuando se hace g i r a r e l plano determinado por 
l o s l ados de un ángulo r e c t o , en t o r n o de uno de e s t o s l a -
dos, e l o t r o lado desc r ibe un p lano . 

TEOREMA hl 

D.Os (o más) r e c t a s perpendiculares a ua mismo 
p lano , son p a r a l e l a s e n t r e s í ( f i g . 3 ) . 

Dem; 
Sean AB y CD perpend icu la res a (MN) . 

Trácese en (MN), BE J_BD y hágase BE = С rD y 
t r á c e s e ВС1 y BE. Entonces , ВС 'D == ПЕВ, luego ВС1 = IE . 
Uriiendo E con C ' , r e s u l t a ВС'E ^ С'DE y por l o t a n t o , 
EBC ' = С »DE = R. EB e s , pues, pe rpend icu la r а ВС», BA y 
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BD y según t e o r . 3, e s t a s t r e s rectas estám s i t u a d a s en 
un mismo p lano . 

Вэго necesar iamente , CD per tenece a l mismo р1д 
no, por t e n e r l o s puntos D у С' ccmunes con e l y s iendo 
AB y CD perpend icu la res a una misma r e c t a de e s t e p l ano , re s 
s u l t a AB//CD. 

F lg . 3 

ТЕ0ЕЕМД 5? 

(Recíproco de l t e o r . i») Cuando una de dos (o 
más) r e c t a s es pe rpend icu la r a un plano, también l a o t ra 

l o ea^ 

D в mt 
Análoga a l a del t e o r . k o i n d i r e c t a . 
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ТЕОВЕШ б ; 

Dos r e c t a s de l e spac io p a r a l e l a s a una t e r c e i s , 
son p a r e l e i a s e n t r e s í . 

D e mi 

Por medio de un plano perpendicular a una de 
l a s r e c t a s y t e o r . 5 у I». 

F i g . h 

Problema fundamental ; 

(La p lan tea с ion da e s t e problema y o t ros pare-
c idos dados en l o s e j e r c i c i o s , obedece a l f i n . d e hacer v e r 
l a p o s i b i l i d a d t e ó r i c a de su r e so l uc ión g r á f i c a ) . 
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Deade un punto л s i t u a d o fue ra de un plano 
(MN), b a j a r l a perpendicular a l p l ano . 

Cons t rucc ión ; 

Trácese en e l plano (MN) una rec ta cua lqu ie ra 
ВС, hágase pasar un plano por A y l a r e c t a ВС y b á j e s e en 
e s t e plano l a pe rpend icu l a r AD а ВС. En e l p lano (MN), l e -
vántese l a pe rpendicu la r DE' а ВС y en e l plano determinado 
PQr AD y DE', t r á c e s e AE i _ DE' . AE es l a pe rpend icu l a r pe-
dida ( F i g . lu) 

D e mí 
En (MN) t r á c e s e FC_L ВС. Pues to que. ВС es j e r 

pend icu la r a AD у ЕЕ y por l o t a n t o a l plano ADE', también" 
EG es pe rpend icu la r a e s t e plano y por c o n s i g u i e n t e , a AE. 
Siendo, pues AE pe rpend icu la r a BE y K , AE es perpendicu-
l a r a l plano (MN). 

Problema fundamenta l ; 

En un punto dado A de un plano, l e v a n t a r l a 
pe rpend icu l a r a l p l ano . 

Cons t rucc ión ; 

Desde un punto В s i t u a d o fue r a del p lano ,bá-
j e s e l a pe rpend icu la r ВС e a l plano, pásese^por ВС y A e l 
plano determinado por e s t o s elementos y t r á c e s e en e l p l a -
no l a p a r a l e l a а ВС por e l -punto a . 

D e mí 

véase t e $ r 5« 
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E J E S С I С I о s; 
1 , - En un j u n t o dado de una l í n e a r e c t a , ¿cuan 

t a s pe rpend icu la re s se pueden l e v a n t a r en e l e spac io у соню 
e s t á n s i t u a d a s ? 

2 , - Desde un punto dado fue ra de una l í n e a r e c -
t a , ¿cuántas pe rpend i cu l a r e s se pueden t a j a r a e l l a ? 

3,— Dos r e c t a s que, en e l e spac io , son perpen-
d i c u l a r e s a una t e r c e i a , ¿son necesar iamente paralelas?"^ 

U D o s r e c t a s que se cruzan ¿pueden s e r pe r -
pendicu la res a un mismo plano? 

5 . - La d i s t a n c i a de un punto de l e spac io a un 
punto A de l p lano , e s i g u a l a 11 ,38 cm. y l a d i s t a n c i a de 
A a l p ie de l a pe rpend icu la r bajada de l punto d e l e spac io 
a l p lano, i g u a l a l+,62 cm. ¿Cuál e s l a d i s t a n c i a de l punto 
a l plano? 

6 . - Las d i s t a n c i a s de dos puntos А у В a un 
plano (MN) son а у b r e spec t ivamen te . La d i s t a n c i a de l o s 
p i e s de l a s pe rpend icu la res ba j adas desde А у В a l p lano,es 
i g u a l a Ce. ¿Cuál e s l a d i s t a n f i a de A a B? 

2 - - DE LAS RiliCTAS OBLICUAS 
A UN PLANO : 

D e f i n i c i ó n ; 

S i desde un punto cua lqu ie ra de una recta oblí 
cua a un plano, se b a j a l a pe rpend i cu l a r a l plano y se une 
su p ie con e l punto de pene t r ac ion de l a ob l i cua , e s t a recta 
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de unión es l a proyección de l a obl icua sobre e l p lano y 
e.1 ángulo que l a obl icua forma con su proyección e s e l 
á r g u l o que l a obl icua forraá con e l p lano . 

TEOREMA 7? 

Todas l a á perpendiculares que ae pueden Ъа J a r 
de l o s puntos de una obl icua a un p lano , e s t á n s i t u a d a s en 
un mismo plano« 

D e m? 
Teor . k . 

TEOREMA 8 ; 

El ángulo que una r ec ta oblicua fonaa con un 
p lano (ángulo~de i n c l i n a c i ó n ) , es e l menor de todos l o s án-
gu los que l a obl icua foima con l a s r e c t a s de l plano t r eza 
das por su punto de penetración!! 

D e m; , 
( f i g . 5) i Sea ACX(MN). Bagase BD - ВС y 

t r á s e s e AD. Entonces l o s t r i á n g u l o s ABC y ABD t i e n e n dos 
de sus lados i g u a l e s , pero AD^> AC, ^ . A B D ^ ABC . 

TEOREMA 9 j 

Una obl icua a un plano forma ángulos Igua l e s -
con a q u e l l a s r e c t a s del plano que pasan por su punto de pe-
n e t r a c i ó n en e l p lano y forman ángulos Igua les con su pro_T 
yecolón sobra e s t e planoT 
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D e m; 
( F i g . 5),' Sea AC_L(MN) y -^.EBC = CBD; ete-

rnos traremos que EBA = BD y únase С con E y con D. 
Entonces Д EBC CBD, luego CE = CD y por l o t a n t o 
AE = AD. De aquí r e s u l t a que Л ABE ̂  ABE y por con-
s i g u i e n t e , A ABE ^ DBA. 

Foimar e l teorema recíproco de l 9 . 

COEOLAEIO; 

Toda r e c t a obl icua a un plano es perpendicu-
l a r a una so la r ec t a de l p lano; v . g r . , a , aque l l a que pasa 
por e l punto de pene t r ac ión de l a obl icua y es perpendicu-
l a r a l a proyección de e l l a sobre e l p lano . 

F i g . 5 
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Siendo JG_1_ ВС ( F ig . 5) r e s u l t a que AB_Í_ RJ. 

TEOREMA 10; 

Si dos r e c t a s de un p lano forman ángulos des i -
g u a l e s con la*~prcyecctón de una obl icua que pasa por su in-' 
t e r s e c c j o n , l a obl icua forma e l ángulo mayor con aque l l a ds 
l a s dos r e c t a s que forma e l ángulo mayor con su proyección. 

D e m; 
( f i e . 5) í Sea AC -L (МЫ) y EBOCBD; demostraremos 

que ABE>ABD.- Hágase EB = BD y t r á c e s e CE y CD. Los 
t r i á n g u l o s EBC y CBD t i e n e n dos de sus l ados i g u a l e s , pero 
EBOCBD; luego CE>CD y por l o t a n t o , AE>AD, de donde se de-
duce que ABEj>ABD. 

Fornar e l teorema rec íp roco de l Ю . 

COROLARIO 11 

El mayor de todos los, ángulos que una obl icua 
fonna con l a s r e c t a s de -un plano t r azadas por su punto de 
pene t r ac ión , es e l que foiraa con l a 'proloflgacjQn de su pro, 
yecc ion mas a l i a de l punto da p e n e t r a c i ó n . 

COROLARIO 2 j 

Toda r e c t a que forma ángulos igua les con t r e s 
r e c t a e de un piano t r azadas por su punto de pene t r ac ión , es 
pe rpend icu la r a l p lano . 
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TBOHSMA 11; 

Dos ángulos de l e spac io cuyos lados son respec-
t ivamente p a r a l e l o s , eon Igua les e n t r e s i , s i son de l a ¿ l e -
ma n a t u r a l e z a y sup lementa r ios , s i son de d i s t i n t a n a t u r a l e -
za . 

F i g . 6 

D e m? 
Sean AB = DD', ВС = DF, demostraremos que A ABC 

= DEF y ABC + FED' = 2 B. Haciendo AB = DD' y CB = FD' y 
t razando AD, BE y CF. Tenemos que ABDD1 y CBD'F son pa ra le -
lcgrarüos (¿por que ) , de donde se desprende que AD es i gua l 
y p a r a l e l a con CF. Trazamdo, f i n a l m e n t e , АС y DF, se obser-
va que también ADCF es un páralelcgramcí y luego AC = FD. Ve 
aquí r e s u l t a que Л ABC DD'F, de manera que ABC = 
DEF. Ahor§t b i e n , DEF e s e l suplemento de l D'DF, luego te -
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-nemos que ABC + ED'F = 2 R ( f l g . , 6 ) . 

ТВОШМА 12; 

Вес t a s p a r a l e l a s f ornan ángulos Igua les con 
un mismo p lano . 

D e m. s e n c i l l a ; 

E J E R C I C I O S ; 

1 . - Dos r e c t a s t ía г»das a un plano desde un 
mismo punto fue ra de é l y que forman ángulos i g u a l e s con el , 
son igua le s e n t r e s í y rec íprocamente . 

2 . - E l l u g a r geométr ico de los puntos de un pía 
no que t i e n e n igua l d i s t a n c i a a un punto s i t u a d o fuer? de l 
p lano , es una c i r c u n f e r e n c i a . 

3 . - Desde un punto s i t u a d o fue ra de un plano 
se ha t r a z a d o una obl icua a l plano que t i e n e una l o r g i t u d 
a y que forma un ángulo de 3O0 con e l p lano . ¿Cual e s l a 
d i s t a n c i a de l punto a l plano? 

3 . . DE LAS RECTAS PARAUüAS А Ш HAMO; 

TEOREMA 13; 

Si una r e c t a s i t uada fuera, de un plano es pa-
r a l e l a a una r ec t a trazada en es te plano, es p a r a l e l o a l 
plano ( F l g . T) 
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D e m? 

Sea AB / / CD; AB y CD determinan l a pos i c ión 
de l plano^(AD). S i AB c o r t a r a e l plano (MN), e l punto de 
pene t r ac ión de AB en (MN) e s t a r í a s i t u a d o en e l plano de-
terminado por AB y CDj es d e c i r , AB c o r t a r í a a CD, l o que 
e s c o n t r a r i o a l a h i p ó t e s i s de l teorema. 

F i g . 7 

Observación; 

E l teórema 15 demuestra l a e x i s t e n c i a de r ec -
t a s p a r a l e l a s a un p l ano . -

TEOREMA 11»: 

(Recíproco) . Si una r e c t a es p a r a l e l a a un pía 
no, e s p a r a l e l a a toda r e c t a de e s t e p lano s i t u a d a en un 
plano con e l l a . 

Dem. S e n c i l l a . 
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Pregun tas ; 
¿Dos r e c t a s p a r a l e l a s a un mismo plano son pa-

r a l e l a s e n t r e s i ? ¿Cuantas r e c t a s p a r a l e l a s a un plano se 
pueden pasa r por un punto s i t u a d o f u e i a de é l ? 

E J E R C I C I O S ; 

1 , - Por un punto dado f u e r a de un plano, t í a -
za r una r e c t a p a r a l e l a a l p lano . 

2 , - Dado un punto en una l í n e a r e c t a , раваг 
por e s t e punto un plano pe rpend icu la r a l a r e c t a . 

3 , - Date m i n a r e l l u g a r geométr ico ds dos £un_ 
t o s que t i e n e n i g u a l d i s t a n c i a a dos puntos dados . 

1»,- Dado un punto p en una r ec t a AB p a r a l e l a a 
un plano (MU), t r a z a r desde e l punto p una r e c t a a l plano 
que tenga l a l o n g i t u d a y forme con l a r ec t a de l ángulo a . . 

5 . - Dadas dos r e c t a s AB y CD que se c ruzan ,pa-
s a r por AB un plano p a r a l e l o a ED. 

6 . - P a s a r por un punto dado un plano p a r a l e l o 
a dos r e c t a s que se c r u z a n . 

7 . - E a s a r p o r u n punto dado una r e c t a que cor te 
dos r e c t a s dadas que se c r u z a n . 

8 . - C o n s t r u i r una r e c t a p a r a l e l a que sea equi_ 
d i s t a n t e de t r e s r e c t a s para le las no s i t u a d a s en un mismo 
p l a n o . 
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COMBINACION DE DOS PLANOS 

1 . - DOS PLANOS QUE SE COBTAN ? 

Def in ic ión? 

Dos planos que s e c o r t a n , foiman un ángulo d i e -
d r o . Ent iéndese por ángulo d i ed ro e l monto de l a r o t a c i o n 
que uno de l o s planos debe e j e c u t a r para l l e g a r a c o i n c i d i r 
con e l o t r o . Los planos que forman e l d i ed ro , se l laman ca-
r a s y l a i n t e r s e c c i ó n de l a s c a r a s , a r i s t a del d i e d r o . 

Un ángulo d iedro se l e e , s i e s t á a i s l a d o , p o r 
l a s dos l e t r a s de su a r i s t a . Si v a r i o s d iedros t i e n e n una 
a r i s t a ccmun, se l e e cada uno por c u a t r o l e t r a s , temando ura 
de cada plano y colocando en e l medio JLas de l a a r i s t a .La 
magnitud de un ángulo, d i ed ro no depende de l a ex tens ión de 
sus c a r a s , s i n o de l a mayor o menor i n c l i n a c i ó n que una ten 
ga con r e spec to de l a o t r a . 

En un ángulo d i ed ro l lámase ángulo r e c t i l í n e o 
o plano a l ángulo plano formado por dos pe rpend icu la res a 
l a a r i s t a , t r azadas en un mismo punto de e l l a y una en ca -
da c a r a . E l ángulo r e c t i l í n e o cor respondien te a un d iedro 
e s e l mismo, cua lqu i e r a que sea e l ^unto de l a a r i s t a elegi_^ 
do para su c o n s t r u c c i ó n . ( ¿Por que?) . 

TEOBEMA 

A ángulos d iedros i g u a l e s corresponden ángulos 
re с t i l i ne os Iguale s . 

Dem. ( F i g . 8 ) ; Sean AB y A *B" dos d ied ros 
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i gua l e s y <JC СПЕ y C 'D 'E ' l o s ángulos r e c t i l í n e o s co r res_ 
p e n d i e n t e s . Hagas© c o i n c i d i r e l d i ed ro A'B' con e l AB de ~ 
manera que D' co inc ida con D. Entoncds С'D' c o i n c i d i r á 
con CD y E 'D ' con Ed, o en o t r o s términos , «^C.C'D'E' = CDE. 

TEOREMA 16; 

^Recíproco) . A ángulos r e c t i l í n e o s igua le s , 
corresponden ángulos d ied ros igua les . 

D e mí 

BaCer c o i n c i d i r l o s ángulos r e c t i l í n e o s y de 
mos t ra r que l o s d iédros cor respondien tes deben c o i n c i d i r . 

TEOREMA 17г 

Dog ángulos d iedros e s t á n en j a misma rafeón que 
l.qs ángulos - r e c t i l í n e o s cor respond ien tes y v i c l v e r s a . 

F ig . 8 
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D e mi 

D i v i d i r l o s ángulos r e c t i l í n e o s por medio de 
una medida común y a p l i c a r t e o r . 

Observación; 

Según l o s teoremas, a n t e r i o r e s , e l ángulo rec-
t i l í n e o puede s e r cons iderado ccmc medida de l ángulo d i e d r o . 
(Aunque t a l modo de exp re sa r se es i n c o r r e c t o ) . En v i r t u d de 
e s t o , los teoremas p lan imét r i cos ace rca de ángulos adyacen-
t e s y opuestos por e l v é r t i c e , su d i v i s i ó n en ángulos r e c t o s , 
agudos, ob l i cuos , e t c . , su expres ión en g rados , minutos y 
segundos pueden a p l i c a r s e d i rec tamente a l o s ángulos d i e d r o s . 
Especia lmente , se entieraLe por planos pe rpend icu la re s uno a l 
o t r o , a q u e l l o s que, a l c o r t a r s e , forman d iedros r e c t o s . 

TEOREMA 18; 

l S i dos planos son perpendicu la res e n t r e s í .y 
e n uno de e l l o a se t r a z a una perpendicular a l a i n t e r s e c c i ó n 
de l o s dos planos, e s t a pe rpend icu la r l o se ra también a l o 
o t r o p lano . ( f i g . 9) . ' 

D e m ; 

Sea _(ED) _ L (AB), EF l a i n t e r s e c c i ó n de e s t o s 
p lanos y CG_l_ EF en (AB) . Ahora, s i CD_L EF en e l p l a -
no (ED), entonces CD es uno de l o s l ados del ángulo r e c t i -
l í n e o cor respond ien te a l d iedro formado por los planos pe r -
pend icu la res e n t r e s í . 

Luego, CD es pe rpend icu l a r a l o t r o l a d o CG de 
e s t e ángulo y p o r c o n s i g u i e n t e , en v i r t u d de l teorema 2 , 
DC _L(AB) . 
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COROLARIO; l j SI doa planos son perpendicu la res e n t r e a i y 
por un punto de I n t e r s e c c i ó n se t r aza l a p e r -

pend i cu l a r a uno de e l l o s , e s t a per tenece a l o t r o p l ano . 

D e m; 

I n d i r e c t a , t e o r . 2 , с oro 1 .1 , t e o r . l 8 . 

COROLARIO 2 ; 

SI desde un punto de uno de l o s planos perpen-
d i c u l a r e s e n t r e s i , se b a j a l a pe rpend icu la r a l o t r o plano, 
e s t a per tenece a l pr imer plano. ' 

D e m¡ 
I n d i r e c t a . 

F i g . 9 
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COROLARIO 5} 

Por una r e c t a dada en un p lano 'no se puede pa-
s a r más que uíTplano pe rpend icu la r a a q u e l . 

F i g . 10 

TEOREMA 19; 

La i n t e r s e c c i ó n de dos planos pe rpend icu la res 
a un t e r c e r o , es pe rpend icu la r a e s t e t e r c e r p l ano . 

D e m; ( F i g . Ю) Si en e l punto В se l evan ta l a perpendi 
c u l a r a l plano (MU), e s t a debe encon t ra r se a 

l a vez en l o s planos (PQ)'y (МЭ), l u e g o , e s l a i n t e r s e c c i ó n 
de e s t o s dos planos perpend icu la res a (MN) . 

TEOREMA 20; 

Todo plano que pasa por una rec ta perpendicu-
l a r a o t r o p lano, e s pe rpend icu la r a e s t e u l t i m o . 



- 26 -

D е ш; S e n c i l l a 

COROLARIO t 

Por toda r e c t a obl icua o p a r a l e l a a un plano, 
no ae puede pasa r mas que ляп s o l o plano pe rpend icu la r a 
a q u e l . 

D e m? 
Teor . 20, t e o r . 7, t e o r . 18, c o r o l . 2 . 

E J E R C I C I O S 

1 . - C o n s t r u i r un plano pe rpend i cu l a r a un pia>_ 
no dado (MN) y que pase í 

a ) Por una r ec t a s i t u a d a en e l plano (MN); 
b) Por una r ec ta p a r a l e l a u obl icua a (MN) . 

2 . - El p lano de l ángulo r e c t i l í n e o correspon-
d i e n t e a un d iedro es pe rpend icu la r a l a a r i s t a de l d i e d r o . 

3 . - Recíproco de l a n t e r i o r teorema. 

lf'.- S i desde un punto den t ro de l a a b e r t u r a de 
un d ied ro se ba j an l a s perpendicu la res a l a s сахаз de l die_ 
d ro , e l á r ^ u l o f o m a d o , por l a s pe rpend icu la res e s e l suple 
mentó de l ángulo r e c t i l í n e o cor respondien te a l d i e d r o . 

2 D O S PLANOS. PARALELOS; 

TEOREMA 21; 
Dos planos pe rpend icu la res a una misma r e c t a 

son p a r a l e l o s e n t r e s i . 
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Fig.. 11 

D e mí 
4 ( f i g . 11) í ьвап (MN) y (BQ) dos Fíanos perpen_ 

c l c u l a r e s a l a r e c t a AB. Supongamos que no f u e r a n p a r a l e l o s 
y DE su i n t e r s e c c i ó n . Uniendo un punto С de é s t a con A y B, 
tendríamos que en CAB CAB = CBA = R, l o que es imposible 

Observación"; 

Es te teorema demuestra l a e x i s t e n c i a de planos 

p a r a l e l o s . 

COROLARIO; 
Por un punto s i t u a d o en una r e c t a o fue ra de 

e l l a no se puede pasar mas que un s o l o plano pe rpend icu la r 
a e l l a . 
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Problema fundamenta l ; 

Por un punto s i t u a d o fue ra de un plano dado, 
p a s a r un plano p a r a l e l o a e l . 

Cons t rucc ión ; 

Bá jese de l punto l a pe rpend icu la r a l p lano y 
pásese por e l punto e l plano pe rpend icu l a r a l a r e c t a t r a -
zada . 

TEOKEMA 22; 
Las i n t e r s e c c i o n e s de planos p a r a l e l o s con un 

t e r c e r plano в ш p a r a l e l a s en t re s i . ( F l g . 12) 

Ь 

F i g , 12 



- 29 -

Dem; 
Sea (MN) у (B3) dos planos pa r a l e lo s y (Rs)un 

p lano que l o s c o r t a e n AB y CD. AB y CD e s t á n s i t uados en 
un mismo plano y no pueden c o r t a r s e , puesto que su i n t e r s e c 
с ion s e r í a un punto común a l o s dos planos (MN) y (PQ) su-
pues tos p a r a l e l o s y d i s t i n t o s . 

Luego AB//CD. 

TEOREMA, 2 y. 
Una r ec t a pe rpend icu la r a uno de dos planos 

p a r a l e l o s , l o es también a l o t r o . 

D e m ? 

básense por l a r e c t a dos planos que c o r t a n l e s 
p lanos p a r a l e l o s y a p l i q ú e s e t e o r . 22 . 

TEOREMA 2hi 

Una r e c t a que co r t a dos planos p a r a l e l o s , f o r í 
ma ángulos i g u a l e s con e l l o s . 

D e m ; 
Desde un punto cua lqu i e r a de l a r e c t a b á j e s e 

l a pe rpend icu la r a l o s dos planos y cons t ruyanse l o s ángu-
los que l a r e c t a foima con l o s planos p a r a l e l o s . 

TEOREMA 2^; 

Pa r t e s de r e c t a s p a r a l e l a s , i n t e r c e p t a d a s por 
planos p a r a l e l o s , son igua le s e n t r e s i . 
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D_e_m$ 

Easaг un plano por dos de l a s r e c t a s p a r a l e l a s 
y emplear t e o r . 22 . 

COBOLABIO; 

Planos p a r a l e l o s aon e q u i d i s t a n t e s en toda su 
e x t e n s i ó n . 

E J E B C 1 С I 0 S ¡ 

1 . - Los planos de dos á r g ú l o s cuyos l ados son 
p a r a l e l o s de dos en dos , son p a r a l e l o s . 

2 . - Si un plano es p a r a l e l o a otrO, toda r e c -
t a s i t u a d a en e l primero as p a r a l e l a a l segundo. 

3 . - Todas l a s r e c t a s p a r a l e l a s a un plano que 
pasen por un mismo punto fue r a de e l , per tenecen a un plano 
p a r a l e l o a l p r imero . 

1».- Una r e c t a que corte a uno de dos planCs paj_ 
r a l e l o s , debidamente prolongada c o r t a también e l o t r o . 

5 . - Tres o más puntos no s i t ú a d o s en l í n e a rec 
t a que se h a l l a n a i gua l d i s t a n c i a y a un mismo l a d o de un 
p lano , petenecen a un plano p a r a l e l o a l pr imero. 

6 . - Los planos que in te rcep tan p a r t e s i gua le s 
de t r e s r e c t a s p a r a l e l a s no s i t u a d a s en un mismo p lano , son 
p a r a l e l o s . 

7 . - D i v i d i r un ángulo d i ed ro en 2» p a r t e s igua 
l e s . 

8 . - De te m i n a r e l l u g a r geométrico de todos 
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l o s puntos que t i e n e n una d i s t a n c i a dada a un plano dado, 

9 . - Determinar e l l u g a r geométrico de todos 
l o s puntos e q u i d i s t a n t e s de dos planos dados, a) s i l o s pía 
nos son p a r a l e l o s , b) s i l o s planos se c o r t a n . 

1 0 . - C o n s t r u i r una r e c t a que sea perpendicu-
l a r a dos r e c t a s que se cru2»n. 

1 1 . - C o n s t r u i r l a más co r t a de todas l a s r é c -
t a s que se pueden t r a z a r e n t r e dos r e c t a s que se c r u z a n . 

12 . - Dado un punto fue ra de dos planos dados, 
pasar por e s t e punto un plano perpend icu la r a l o s dos p la -
nos dados. 

1 3 . - Pasar por un punto dado un piano que equi. 
d i s t e de t r e s puntos no s i t uados en l í n e a r e c t a . 

11+.- C o n s t r u i r una r ec t a que tenga a uno de 
dos planos no p i r a i e l o s l a d i s t a n c i a a y a l o t ro , l a d i s -
t anc i a b . 

15 . - Dado un punto P fue ra de.un plano dado 
(MN), t r a z a r por Puna r ec t a a l plano (MN) que tenga ú m lcn 
g i t u d dada a y sea p a r a l e l a a o t ro plano dado (ES) . 

16 , - El mismo problema, dándose en vez de l a 
l o n g i t u d a e l ángulo que l a r ec ta pedida debe formar con 
e l plano ТМК). 

COMBINACION DE TRES PLANOS 

1 . - TEES PLANOS PARALELOS; 

TEOREMA 26; Dos planos p a r a l e l o s a un t e r c e r o son para-
l e l o s en t r e s i . 
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Б е т ; 

Traza r una r e c t a pe rpend icu la r a uno de Юз 
planos y emplear t e o r s . 23 y 2 i , 

COROLARIO l ; 

Un plano que c o r t a uno de l o s planos p a r a l e -
l o s , c o r t a también e l o t r o . 

COROLARIO 2 ; 

Por un punto dado f u e r a de un gl^no.no se pue-
de hacer pasa r mas que un plano p a r a l e l o a e l . 

F i g . l ó -
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ТЕОВЕМА 27; 

S i e n t r e t r e s planos p a r a l e l o s se t r a z a n dos 
r e c t a s c u a l e s q u i e r a , l o s segmentos de l a s r e c t a s ' i n t e r c e p -
tados por Юз planos son proporc iona les e n t r e s'{. (Fig .15) 

D e mí 

Sean (MN), ( íQ) , (ES) l o s t r e s planos para le -
l o s y AE y FJ l a s dos rocas que c o r t a n l o s planos en B,C,D 
y G, H, I r e spec t ivamen te . Trácese GO//AE y l a s r e c t a s BG, 
CK, DL, HK, L I . Entonces so t i e n e { 

GH { HI » GK i EL 

GK = ВС, KL = CD ( t e o r 25 ) , 

luego GH { HI = ВС ; CD 

l o que se propuso demost ra r . 

2 . - DOS HAMOS PARALELOS Y Ш PLANO SECANTE{ 

Dos planos p a r a l e l o s co r t ados por un t e r c e r o 
forman ocho ángulos d i e d r o s . Si por un .punto de l a i n t e r -
secc ión d e l plano secante con uno de l o s planos p a r a l e l o s , 
s e pasa un plano pe rpend icu la r a e s t a r e c t a , l a s i n t e r s e c -
c iones de l e s t r e s planos dados con e l c u a r t o plano dan lu 
g a r a l a formación de dos r e c t a s p a r a l e l a s co r t adas por 
una t e r c e r a . Los ocho ángulos ¡cóncavos de e s t a f i g u r a piara 
s o n l o s ángulos r e c t i l í n e o s co r respond ien tes a l o s ocho 
d i e d r o s . A e s t o s d ied ros pueden a p l i c a r s e , jpor e s t o , t a n t o 
l a s denominaciones como l o s teoremas p l a n i m é t r i c o s . 
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CTaSS PLANOS QUE SE COSIAN i 

ИЕОБЕШ 28 i 

SI t r e s planos se c o r t a n , sua I n t e r s e c c i o n e s 
pasan por un mismo punto, o son p a r a l e l a s o colnciddñT 

D e n ; 
1.) ( F i g . l U ) ; SI l o s planos M y N se c o r t a n se_ 

gún l a r ec ta AA», M y P según l a r ec t a BB', 0 es e l punto 
de I n t e r s e c c i ó n de AA' y BB' . 0 no solamente e s un .punto 
caaún de l o s planos M y N y de M y P, s i n o también de l o s 
planos N y P . Luego 0 es un punto de l a i n t e r s e c c i ó n de N y 
P . Por Consiguiente , l a s t r e s i n t e r s e c c i o n e s pasan por e l 
punto 0 . 

A 

2) ( F i g . 15) Sea AA" l a i n t e r s e c c i ó n de l o s 
planos (АС1) y (A'B) y e l plano (CB') p a r a l e l o a AA', en-
vonces BB' y CC' son p a r a l e l a s a AA', pues cada una de es-¡ 
•-as r e c t a s e s t á s i t u a d a con AA' en un plano y no se pueden 
o r t a r , porque AA1 es p a r a l e l a a l p lano (CB') . 
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F i g . 1 5 

З) ( f i g . 1 6 ) . l a s t r e s i n t e r s e c c i o n e s p a r a l e -
l a s co inc iden , es d e c i r , l o s planos pasan por u m misma rec 
t a . ~~ 

D e f i n i c i o n e s : 

Tres planos que pasan por una misma r e c t a , f a r 
man s e i s d iedros que t i e n e n l a a r i s t a canún y son igua le s 
de dos en dos . Tres planos que se c o r t a n según t r e s r e c t a s 
p a r a l e l a s , forman un e spac io p r i smá t i co t r i a n g u l a r a b i e r t o . 
Tres planos cuyas t r e s i n t e r s e c c i o n e s pasan por un m^smo 
punto, forman una can t i dad angu la r llamada t r i e d r o , fcfea 
de t r e s planos* cuyas i n t e r s e c c i o n e s pasan por un mismo pun-
t o , forman un p o l i e d r o . Si l a s I n t e r s e c c i o n e s de e s t o s 
p lanos son p a r a l e l a s e n t r e s í , e l e spac io a b i e r t o ¿jue s e 
o r i g i n a se l lama prisma t i c o po l lg o r a l . (Ver f i g . 16 
en l a pág . s iguiente}"! 
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Г l g . 16 


